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非有界保存量の存在下での射影測定
ならびにユニタリーチャンネルに対する

Wigner-Araki-Yanase定理

倉持結
共同研究者：田島裕康

2024年 3月 11日

YK and Hiroyasu Tajima, PRL 131, 210201 (2023)
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背景：WAY定理

▶ 加法的保存則 (エネルギー，(角)運動量，etc.)は実装可
能な量子測定のクラスに制限を与える．

▶ Wigner-Araki-Yanase (WAY)定理：
Wigner (1952), Araki-Yanase (1960), Yanase (1961), Ozawa (1991)

保存則および反復可能性またはプローブ系の測定と保存
量との可換性 (Yanase条件)の条件下では，保存量と非可
換な射影測定を実装することは不可能．

▶ ほとんどのWAY定理の既存の証明では，被測定系の有
限次元性または保存量の有界性を仮定．



‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌

背景：非有界WAY定理に関する先行研究

▶ Stein-Shimony (1971), Ghirardi et al. (1983)：
保存量や測定モデルに技術的な仮定を課しており，
運動量保存などの物理的に重用な例に適用不能．

▶ Ozawa (1991), Busch-Loveridge (2011)：
運動量保存の下での位置の測定の考察．
Busch-Loveridge (2011)では，位置の測定の精度とプ
ローブ系の運動量の分散 (コヒーレンス)との間のWAY
型のトレードオフ関係を導出したが，誤差のない位置の
射影測定を実装できる可能性を排除できない．
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本研究の概要

▶ 一般に非有界な保存量に対するWAY定理を，Yanase条
件の下で証明した．

▶ 一般に非有界な保存量がある場合のユニタリーチャンネ
ルの実装に対する類似のWAY型の no-go定理を証明
した．

本講演ではこれらの概要を解説する．
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設定と定義：系-環境モデル
M = (S, P, S ′, P ′, ρP , U)が系-環境モデル :

def.⇔
▶ S, P , S ′, P ′: 量子系，
▶ ρP : HP 上の密度作用素 (量子状態)，
▶ U : HS ⊗HP → HS′ ⊗HP ′ : ユニタリー写像．

Mが量子チャンネル Ψ: T(HS) → T(HS′)を実装する

:
def.⇔ Ψ(ρS) = TrP ′ [U(ρS ⊗ ρP )U

†] (ρS ∈ T(HS)),

trash

U

任意の量子チャンネルはある系-環境モデルによる実装を有
する．
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設定と定義：間接測定モデル

M = (S, P, S ′, P ′, ρP , U, FP ′)が間接測定モデル :
def.⇔

▶ (S, P, S ′, P ′, ρP , U)が系-環境モデル．
▶ FP ′ : Σ → B(HP ′): 標本空間 (Ω,Σ)上で定義されたHP ′

上の POVM(プローブ POVM)．
間接測定モデルMがHS 上の POVM ES を実装する :

def.⇔

ES(X) = TrP [(1S ⊗ ρP )U
†(1S′ ⊗ FP ′(X))U ] (∀X ∈ Σ).

U

trash

U
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非有界自己共役作用素

▶ 位置や運動量といった非有界自己共役作用素 LS は定義
域 dom(LS)が全空間HS の (稠密な)真部分空間となり
繊細な取り扱いが必要．

▶ その代わりに有界な作用素である，LS のスペクトル測度
ELS または LS に付随する 1パラメータユニタリー群
(eitLS)t∈R を用いることも多い．
今回の証明では後者を用いた．
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非有界自己共役作用素：可換性
LS をHS 上の自己共役作用素とする．
有界作用素 a ∈ B(HS)と LS が可換

:
def.⇔ aELS(B) = ELS(B)a (∀B ∈ B(R))
⇐⇒ eitLSa = aeitLS (∀t ∈ R).

ここで ELS(·)は LS のスペクトル測度，すなわち
ELS : B(R) → B(HS)は

LS =

∫
R
λdELS(λ)

なる PVMである．
たとえば，LS が位置作用素 x̂のとき

Ex̂(B) =

∫
B

|x〉 〈x| dx, 〈x|y〉 = δ(x− y).
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主結果 1：射影測定に対するWAY定理
定理 1
間接測定モデルM = (HP ,HS′ ,HP ′ , ρP , U, FP ′) がHS 上の
PVM (Ω,Σ,ES)を実装するとする．
LS, LP , LS′ , LP ′ : HS, HP , HS′ , HP ′ に作用する自己共役作
用素で以下を満たすとする：
1. (保存則)

U †LS′P ′U = LSP .

ここで

LSP := LS ⊗ 1P + 1S ⊗ LP ,

LS′P ′ := LS′ ⊗ 1P ′ + 1S′ ⊗ LP ′ .

2. (Yanase条件) FP ′(X)と LP ′ が可換 (∀X ∈ Σ)．
このとき任意の X ∈ Σに対して ES(X)は LS と可換である．
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証明：乗法域 (multiplicative domain)

定義 1
Unital CP写像 Λ: B(HA) → B(HB)の乗法域MΛ を

Λ(a†a) = Λ(a†)Λ(a), Λ(aa†) = Λ(a)Λ(a†)

を満たす a ∈ B(HA)の全体とする．
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証明：乗法域
補題 1
Unital CP写像 Λ: B(HA) → B(HB)に対して以下の主張が
成立する．
1. Schwarz不等式

Λ(a†a) ≥ Λ(a†)Λ(a) (1)

が任意の a ∈ B(HA)に対して成立する．
2. 有界作用素 a ∈ B(HA)に対して，a ∈ MΛ なるための必
要十分条件は

Λ(ba) = Λ(b)Λ(a), Λ(ab) = Λ(a)Λ(b) (2)

が任意の b ∈ B(HA)対して成立することである．
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証明
任意の可測集合 X ∈ Σを固定して議論する．Goalは ES(X)
と eitLS とが任意の t ∈ Rに対して交換することを示すこと．
Unital CP写像 Λ: B(HS′ ⊗HP ′) → B(HS)を

Λ(a) := TrP [(1S ⊗ ρP )U
†aU ] (a ∈ B(HS′ ⊗HP ′)). (3)

で定める．間接測定モデルMは PVM ES を実装するので

ES(X) = TrP [(1S ⊗ ρP )U
†(1S′ ⊗ FP ′(X))U ]

= Λ(1S′ ⊗ FP ′(X)). (4)

が成立する．

U

trash

U
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証明

これより

Λ(1S′ ⊗ FP ′(X))2

= ES(X)2 (∵ 式 (4))

= ES(X) (∵ ES(X)は射影)

= Λ(1S′ ⊗ FP ′(X)) (∵ 式 (4))

≥ Λ((1S′ ⊗ FP ′(X))2) (∵ 1S′ ⊗ FP ′(X) ≥ (1S′ ⊗ FP ′(X))2)

≥ Λ(1S′ ⊗ FP ′(X))2 (∵ Schwarz不等式 (1)). (5)

従って，式 (5)における不等号は等号でなければならず，よっ
て 1S′ ⊗ FP ′(X) ∈ MΛ である．
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証明
保存則により，任意の t ∈ Rに対して

Λ(eitLS′ ⊗ eitLP ′ ) = TrP [(1S ⊗ ρP )U
†eitLS′P ′U ]

= TrP [(1S ⊗ ρP )e
itLSP ]

= TrP [(1S ⊗ ρP )(e
itLS ⊗ eitLP )]

= Tr[ρP e
itLP ]eitLS . (6)

これより任意の t ∈ Rに対して
Tr[ρP e

itLP ]ES(X)eitLS

= Λ(1S′ ⊗ FP ′(X))Λ(eitLS′ ⊗ eitLP ′ ) (∵ 式 (4)および (6))

= Λ((1S′ ⊗ FP ′(X))(eitLS′ ⊗ eitLP ′ )) (∵ 1S′ ⊗ FP ′(X) ∈ MΛ)

= Λ((eitLS′ ⊗ eitLP ′ )(1S′ ⊗ FP ′(X))) (∵ Yanase条件)

= Λ(eitLS′ ⊗ eitLP ′ )Λ(1S′ ⊗ FP ′(X)) (∵ 1S′ ⊗ FP ′(X) ∈ MΛ)

= Tr[ρP e
itLP ]eitLSES(X) (∵ 式 (4)および (6)). (7)
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証明

Tr[ρP e
itLP ]ES(X)eitLS = Tr[ρP e

itLP ]eitLSES(X) (7)

いま，1パラメータユニタリ群 (eitLP )t∈R の強連続性により関
数 φ(t) := Tr[ρP e

itLP ]は t ∈ Rについて連続である．
φ(0) = 1 6= 0であるから十分小さい δ > 0を取れば φ(t) 6= 0
が任意の t ∈ (−δ, δ)に対して成立する．よって式 (7)より任
意の t ∈ (−δ, δ)に対して ES(X)と eitLS は可換である．任意
の t ∈ Rに対しては自然数 nを十分大きく取り，
t/n ∈ (−δ, δ)なるようにすると ES(X)と ei

t
n
LS は可換なの

で，ES(X)と eitLS = (ei
t
n
LS)n も可換である．故に ES(X)は

LS と可換である．
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WAY定理の応用 1

▶ WAY定理より，運動量保存則および Yanase条件を満た
すいかなる間接測定モデルも位置の射影測定を実装し
ない．

Laser

position

Detector
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WAY定理の応用 2：量子光学系
被測定系が 1モード光子場のとき，全系の光子数

n̂S + n̂P1 + · · ·+ n̂PN

が保存するようなユニタリー (e.g. ビームスプリッターと位相
シフター)および光子数計数測定をどのように組み合わせて
も，直交位相振幅

x̂S,θ =
1

2
(e−iθâS + eiθâ†S)

の射影測定は誤差なく実装できない．

U post- 
processing

S

P

・
・
・

・
・
・

P’

S’

P

P

1

2

N

・
・
・

P’

P’

1

2

N’
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WAY定理の応用 2：量子光学系
近似的な直交位相振幅の測定は，下図のホモダイン測定にお
いて βLO → ∞で近似的に実装される．

ρS

|βLO〉

η = 1
2

ここで |βLO〉 = e−β2
LO/2

∑∞
n=0

βn
LO√
n!
|n〉LOlocal oscillatorのコ

ヒーレント状態
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ユニタリーチャンネルに対するWAY型定理
定理 2
US→S′ : HS → HS′ : ユニタリー写像，
US→S′ : T(HS) 3 ρS → US→S′ρSU

†
S→S′ ∈ T(HS′),

(HS,HP ,HS′ ,HP ′ , ρP , U): US→S′ を実装する系-環境モデル，
LS,P,S′,P ′ : HS,P,S′,P ′ 上の自己共役作用素で，保存則を満たす：

U †LS′P ′U = LSP .

このときある実数 γ ∈ Rが存在して

U †
S→S′LS′US→S′ = LS + γ1S.

更に，HS = HS′，LS = LS′ および LS が半有界 (スペクトル
が上または下に有界)であると仮定すると，US := US→S′ は
LS と可換である．
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定理 2の後半の主張の証明
前半の主張より

U †
SLSUS = LS + γ1S.

LS のスペクトル集合 σ(LS) ⊆ Rと U †
SLSUS のスペクトル集

合は一致するので上式より

σ(LS) = σ(LS) + γ (= {λ+ γ | λ ∈ σ(LS) }).

LS が下に有界だとすると，両辺の inf が一致しなければなら
ないので

R 3 inf σ(LS) = inf σ(LS) + γ

より γ = 0. よって US と LS は可換．
LS が上に有界な場合も同様．
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まとめとコメント
▶ 射影測定およびユニタリーチャンネルの実装に関する

WAY定理を非有界な保存量に対して証明した．

▶ 2つの定理において，(eitL)t∈R を連結位相群 Gの強連続
ユニタリー表現 (Ug)g∈G に一般化した定理も成立する
(論文の supplementary material参照).

▶ 反復可能性条件の下でWAY定理が非有界な保存量に対
して成り立つかは open problem.

▶ 今回の exactな実装に関する no-go定理を，近似的な実
装に関する定量的なトレードオフ関係に一般化するのは
今後の課題．
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群対称性と射影測定に対するWAY定理

定理 3
M = (HP ,HS′ ,HP ′ , ρP , U, FP ′)： S 上の PVM (Ω,Σ,ES)実
装する間接測定モデル．
G: 連結位相群．
(US

g )g∈G, (U
P
g )g∈G, (U

S′
g )g∈G, (U

P ′
g )g∈G: HS, HP , HS′ , HP ′

上の Gの強連続ユニタリー表現 s.t.

▶ (G-不変性)

U †(US′

g ⊗ UP ′

g )U = US
g ⊗ UP

g (g ∈ G). (8)

▶ (一般化された Yanase条件) FP ′(X)と UP ′
g は可換

(∀X ∈ Σ, ∀g ∈ G).

このとき ES(X)と US
g は可換 (∀X ∈ Σ, ∀g ∈ G).
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群対称性とユニタリーチャンネルに対するWAY

定理
定理 4
US→S′ : HS → HS′：ユニタリー写像．
US→S′ : T(HS) 3 ρS 7→ US→S′ρSU

†
S→S′ → T(HS′).

M = (HP ,HS′ ,HP ′ , ρP , U): US→S′ を実装する系-環境モ
デル．
G: 連結位相群．(US

g )g∈G, (U
P
g )g∈G, (U

S′
g )g∈G, (U

P ′
g )g∈G: HS,

HP , HS′ , HP ′ 上の Gの強連続ユニタリー表現で，以下の G-
不変性を満たす：

U †(US′

g ⊗ UP ′

g )U = US
g ⊗ UP

g (g ∈ G).

このとき 1次元連続ユニタリー表現 G 3 g 7→ cg ∈ U(1)が存
在して

U †
S→S′U

S′

g US→S′ = cgU
S
g (g ∈ G). (9)



‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌

スペクトル集合

L : dom(L) → Hを稠密な定義域 dom(L)を有する作用素と
する．
(λ1− L)の有界な逆作用素 (λ1− L)−1 が存在しないような
λ ∈ Cの集合 σ(L)を Lのスペクトル集合という．
スペクトル集合は Cの閉部分集合．
dimH <∞ならば σ(L)は Lの固有値の集合．
Lが自己共役ならば σ(L) ⊆ R.
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非有界自己共役作用素：数学的定義

▶ LS: HS 上の稠密な部分空間 dom(LS)を定義域とする線
形作用素 LS : dom(LS) → HS.

▶ 共役作用素 L†
S は定義域 dom(L†

S)を

∃ψ′ ∈ HS s.t.∀ϕ ∈ dom(LS) 〈ψ|LSϕ〉 = 〈ψ′|ϕ〉

なる ψ ∈ HS よりなる集合で定め，L†
Sψ := (上記の ψ′).

▶ LS が自己共役 :
def.⇔ LS = L†

S.
すなわち，dom(LS) = dom(L†

S)かつ LSψ = L†
Sψ

(∀ψ ∈ dom(LS) = dom(L†
S)).
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非有界自己共役作用素：スペクトル測度
HS 上の自己共役作用素 LS に対して PVM
ELS : B(R) → B(HS)が一意に存在して

dom(LS) =

{
ψ ∈ HS

∣∣∣∣ ∫
R
λ2d 〈ψ|ELS(λ)ψ〉 <∞

}
,

〈ϕ|LSψ〉 =
∫
R
λd 〈ϕ|ELS(λ)ψ〉 (ϕ ∈ HS, ψ ∈ dom(LS)).

逆に PVM ELS : B(R) → B(HS)が与えられると上記条件に
よりHS 上の自己共役作用素 LS が一意に定まる．このよう
な PVM ELS を LS のスペクトル測度と呼び，記号的に
LS =

∫
R λdE

LS(λ)と書く．
有界可測関数 f : R → Cに対して f(LS) :=

∫
R f(λ)dE

LS(λ)
と定める．
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非有界自己共役作用素：1パラメータユニタリ群
自己共役作用素 LS に対して，(Ut = eitLS)t∈R は LS に付随す
る 1パラメータユニタリ群と呼ばれ，以下を満たす：
(i) (強連続性)．R 3 t 7→ Ut ∈ B(HS)は強作用素位相につ
いて連続である，すなわち任意の ψ ∈ HS と t0 ∈ Rに対
して ‖(Ut − Ut0)ψ‖

t→t0−−−→ 0.

(ii) (ユニタリ性)．任意の t ∈ Rに対して Ut はユニタリであ
る (i.e. U †

t Ut = UtU
†
t = 1S).

(iii) (群準同型性)．Ut+s = UtUs (∀t, s ∈ R).
連続群論の言葉でこれらの条件をまとめると，R 3 t 7→ Ut は
加法群 Rの強連続なユニタリ表現であるということになる．
逆に (Ut)t∈R がHS 上の Rの強連続なユニタリ表現ならば，
HS 上の自己共役作用素 LS が一意に存在して Ut = eitLS

(t ∈ R)となる (Stoneの定理)．
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γ 6= 0となる簡単な例
▶ S = S ′ および P = P ′ は 1次元粒子とする．
▶ ρP は任意の状態．
▶ LS = pS, LP = pP はそれぞれの系での運動量作用素．
▶ US := eiγxS (実装したいユニタリー)．xS は位置作用素．
このとき U †

SpSUS = pS + γ1S.

▶ U := eiγxS ⊗ e−iγxP .

▶ このとき，系-環境モデル (S, P, S, P, ρP , U)はユニタ
リーチャンネル US(·) = US · U †

S を実装する．
▶ 保存則が成立：

U †(p̂S ⊗ 1P + 1S ⊗ p̂P )U

= (p̂S + γ1S)⊗ 1P + 1S ⊗ (p̂P − γ1P )

= p̂S ⊗ 1P + 1S ⊗ p̂P
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スペクトル測度と 1パラメーターユニタリ群と
の対応

ELS((α, β)) +
1

2
(ELS({α}) + ELS({β}))

= uw-lim
c→∞

1

2π

∫ c

−c

e−iβt − e−iαt

−it
eitLSdt

(α < β)


